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Графи /Г. очисие маршрутов УУнинурсальние граф
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Опр Граф ГвI КЗ-ĸонечное чисио тоген буол вКЗ
немоторпе Ларп из ĸоторых гоеденент гладĸими
реĸутерицлии дуташи з причём разиле дути могут

перессĸаться гольно в своих ĸрайнх госĸах Ц
j

анетия

. фоĸĸрайе ребро
нельзя

ОПр Дуга наз. петлей
лесли она соед одну

и

ту же вершину
Огр ĸратное ребро-дута, соед. две вершина

Опр Нуть в графе- -Эо цепочĸа Конечиыа вершин

U ... Iu, npurem 8. .... Vite woegeneur

ребром иэш ребра дĸазаны:
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Опр Маршнутол вГ наз нуть, вĸогором ĸаждое

ребро встречаятся ровно 1 раз.



вОпр Правильная Система маршрутов Г-иабор

маршрутов Амой гто натдое ребро принадлетлит
ровно одному маршруту.

Опр Граф Риаз свезныль, есе любия пара вершин
в нем мотет быль соединена путем.

ж Катдая система обладает плавильным маршрутом

оĸ.мб?т-вершина
Ршлар SCUu,E

)

TITASCVr
,E)

Огр Степень вершинг Оĸ-число ребер вГ

Теорема очисле маршрутов
пусть Г-связный граф-

J

т-число вершин иегет степени
8
-

S тіn число маршрутов в правильной
8
-

системе
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ж
чисио вермин лечетной степени- четно

D жВ наждой вершине нечь степени должен
быъь хотя бы

один нонечный пунĸт маршрута

Р Есии ЭО не ТаК, то пусть герез вершину
нечетной Степени проходит п маршрутов
И ни один не заĸанчиваятсе агинастая ГЭ.М

ез в вершину всегда вподят и выходит
=) етелень будет гетной =Э плотиворечие



впусть д-число
всях гонечита пунитов

в Правильной системе

я
257978

* y лобого
маршрута гиит1 ĸонеги лунĸт

=3 57 1 -ограничени велху

грРассмотрим телерь Правильную систему
СИх ті

n

число

изп мартрутов )

Два,чтобы
решить теоремз

ОВ ĸаждой верииие нечётной степени

имеется не более
одното ĸоначного луиĸта

Д Если в вершину входит гĸоначиого

леиита, вИХ нyужно объяденить Стоĸ

y
nac min гаСло марирутов)
гини-1 thiot лиг-объед

ГД
Ecur501 , 0 ĸольцевах маршрутов
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D Т. маршрутов несĸольно, то польцевой
-
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ЭтИ гмаршрута образучют новый
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531,06 веришнах гетной
Степенн ĸонечих незиĸтов иет
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Лемма русть е-число ребер, гИ -0маршрутов
поп-во вершин степени ĸ гогда.

зет Ею КОК Со рунопотатиях)

Д Катдое ребро связано с двумя вершинамия

змагит оно Сситаятел поодному разу
в

обеих этиХ вершинах Сили граза в одиог)
е=Е К. VK= 2ел t....-2e:

F степень

ж Чисмо вершин легети степени гетио
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ЧислоГ
детти, Эйл хар-ĸа графа

Минимальное

дерево Теорема о система тонов.

Онр На
графеГ задана система тонов,

если для бребра Гуĸазано направление

и задано геотриц число хр Причемь для

ĸатдой вереииĸ вппопняятсе У заĸон Киртофа

Exi - Exj=
OДвходиц виход

Опр Циĸл в
графе

Г-Это замĸну-ти маршрут-

Vijel ..... Бцеĸ, ОК+1 жной ,что бл= БКе1

Ои n Дерево-свизный граф без циĸлов

Опр Маĸсимальное дерево исподното графа-
Этотное дерево, поторое содертит

все
-'

веримиĸ r и ниное-го подпро-во ребер-

исподного

Задага: Если в любом свизном графе
ие явплющимся деревом из циĸла

удалить ребро, то он не перестант

быто авизити

ДРассмотрим диĸл:
X

B A B

в нём ĸг вериии й ЭДсоеденен гразилми путялчо

Удания озии нуть, мп оставняем возможность
добраться добраться дох другой генездрутой



Лемма. В любом дереве найдетия вершгина

степени l

D
- Кусть нет, гогда мп втшли из Ол

и дальше идём по вершинам, Тоĸ их

Стенень Э2, и шп либо понадем в

вертинувнотогой блли, либо будем

идти бесполечно но число вершил попечно

ЕП противоречие

Огр b 1-не число Бэтти Суиĸломатичесĸое
гисло

графа Г-число перемпчеĸ.

O Перемпчан-ребраз иоторпеПр нужно

стереть в исходом графе гетоби получить

мансимальное дерево

Теорема Пусть Г-связный граф, тогда
Дv -e=1-bл

Д Рассмотрим сагала маĸс дерево,
. baza : 0 E2ex1 weal

предположение gme п-верно ба-ен=1

Шат пусть для п+л верно увтверждение
- есть вершина степени взудалим её вмисте

с ребром эЭ -маĸс дерево дже лето

влопнень от-ем=л зиогда добивняем.

Увершину с ребром EOn +D)-Cent 1)=8n-en=-1

Геперь поймен, гто из огределение
гисла



бэтти - Это гнело ребер готорое нужно

удалить до маĸс дерева поэтому
ги=б еĸ-е-в.

би-ен= v
-e-в. =1-

b1

n
A

Теорема ешли граф-дерево, гона нём

существует гольно нупевая Система тоĸов.

ДВ дереве сцез вершина степени Л, сумма
тонов

для
ĸ вериииг ОЭ по ребру течет

ĸО
N

здатеем Это ребро дерево остается допять

нашлось ребро, по нему
тоĸ

о

O
Бази o
Предположение в т-дерево у всех ребер о

Ш ar
рассмотрим П+Л -деревоз найдем

аио

вершину сстепенью 1
удалим её

l суммасребром
u

Ф п-дерево о, добивым. ЭГУ вершину и

ребро-он готе холь =з ле-все ребра ОЭ нет

жстемп

гольно C гонов

нупевая



Пианарите графт Жепланарность
Ks

a Kmin(
m,ina3)

O гр Граф Гназ плосĸим зес все его

u вершина летат плошости
JКбра водной

Caim=2)

O г.
пр
Ги

изоморфил ,
есии Э блеĸция

4:8s81 и G:E
.sE1

ce
соединяет

Бл ига в Гует (все) соединяет.

FCU
.)4

FCR
)

6 T
')

Огр 16 граф Гллинарный, если Гизоморфен
-

плосному графуJ

T
еорема Формула Эйпера
Дия любого плошото графа Спланариото)
V-e+t=2,2 ge

Д-в=г в-число областей

Л Донатем для дерева Г. V.e=t,T .e

f =1

Биза on
0 2-1+1=2 ? Д

Презположение пусть для твёртбо
ШаГ

рассмотя тел и уберем вершинĸу
Пепеĸи вместе с реблом fви=в би= Г+Л

еитехл Vu -en=0-
e-t=tu

2) ДЛя произвольного

МП можем получить дерево нутем стирания

Перемтиĸ Сотрел одну перемичку



vu
=г

еи-е-1 t =f.1u

Тубераст лунĸл
E

) Vu
-ent

fu
=

V-etf=2

Есии перемтчаĸ п-ю аналотично.

ОПолный графсл вершинами Кп-
Пр
набор из и вершин причём наждая пара

ĸазилх вершин соединена ребром

Пример: Кг ого КЗ
D

о. КИ д

Чтв есии есть непланарный подграф J
то

-

граф непланарный Сбез Петель и ĸратилх ребер)
5Э КП непланарный зеш n naS

Ддпустьĸ s-планарный погда впполилетие

Ф-ла Эй nera: 0-
e+1

=2 V
-Б

=14=7

e
=5:4-10

Чтобл образовать в нутно миниилум СД.
ĸатдое

гразас 2еэ3-1ребро
маĸсинизм T

минимум дил образование

дога1- противоречие дэнемланарит

Пнетното про подграфт пусть втило построито

плосний, Иу сотрем ве
до подпрафа,

она проблема, не
могли получить1

Огр Двудольный граф Кт.т-ми-во теп

вершин иотороя распределено на г группы
из пит вершинз пличём ĸаждая



вершина 1й
й
Группы соединена сĸатдой

верииной 2 группыза внутри групп ребер иет.

Пример К2з гб%.

Чтв Граф ĸп,т гепланарнтий при пит?з

Ддрусть планарный КЗЗ =Э ф-ла Эйлера

ve +t=2 E-6

дл e t мin Х 8 e= 3.3=-9

=7 4=5
2е241

87г0-противоречие

Чтв Пусть Г-планарный связный граф без
петель и ĸратилх ребер Гогда вГ всегда
Э вершина степели Фд

Д русть нет dimcmin ) =6

де? 8.6 2e234 fett =2

И.Б eaz е

5-
e+-B922

огг-прочеволечие



Расĸрасин нартиграфов ПТеорема опяти ĸраснах

Опр Ха
графе Гзадана Нравильная расĸрасĸа,

если ĸатдой верииие гопоставняĸ цветT

Причем веришитсоединенние ребром

ĸспрашент
в
разиле цвета

Замечание

в. На графе спетлями не существует
гравильной расирасĸи

Э Кратиле ребра не влияют на расирасĸу.

Теорема вусть Г-планарный граф безлетель
и ĸратилх ребер и тогда

Э правильная

расĸрасĸа
Г в не более

,

чам дцветов

Д. База для банюо Класим все вразите

Преуположение пусть для т верно
Шаг Т+1

ут.ĸ граф планарный,то сущц

вершинĸа степели E
5 зрассмотрим

её

удалеше
oК Имеен ли мп возможность

Us
Xr поĸрасить их не вразите

O govs цвета?, тольно еслиl ĸаĸал-о вершина не

О

Vn ввязица Сдрутой, но
если все связаит метду

Гогда иги бл

пусть ие свизат
собой, то Это ĸ.л-непиаирий



Геперь джя
гаи Просто ирасим веригиил

в и
разитх двета из ĸогда нсниу

добавняем го прасим в литый цвет

O Суля мельше

l 4

очевидно
l

.-.о
d

Коммнтарий СОт Фферт
в двумерниую плосĸость)

Фера введем отображение

ĸисаятая из севершого помоса

в сот вду =3 hepexoga
номосеL задаче

Та

глосноте

Задача Привести пример Карти Ла поне, длл
ĸ-й цветов гравильной заасĸрасĸи медостатючо

Рассмоприм ĸь
з пусть

он планарец, ОП

изоморфен плосному графу на торе

поспоньĸу степель веритиь,)
ТО

нужно
міn 6 цветов,

ногда все ю всеми вХ

E
le i

a



замĸнутые ĸривпе на плосносте |Регутериая гомотопия
Теорема Уитии-брауштейĸа ĸривых

Опр бладĸая регулярная плосая привая -это

ми-во точеĸ пи-Сч, задаваемое пираметричесĸийи

ур-ми: Xere+) (Xe=XеLt),X 2+X2L))

QLECa63
l

жожнечный ĸусоĸ)
Qr41-бесĸ дифф

финя Сгглидĸал)
йсездо Сретуляриал)
-

Q retel- Veta
)

5 t1=te (uet самотеричсĸий
гплосная
J

Опр Пусь 8.. х
o = го lt

) ĸривые Дои К ретулярно
Tni Xe = V.C

4

гомотолии, есин Эвеĸтормал

4-1 VC
+,

4) -ĸay,

OLELR,2ECO.13
u rCt

,

4)-бесĸ
дифф

Ogae FC pure .E C0,13 ypue X=rCt,e)

задаот жладĸую рагутериую замĸи ĸливулю
rlt ,01=

vole)

rlt ,13-
rile)

Огр Физчи геиĸе- эĸвиватентил, еси Эчто
7

J

rilt )= race) парраметр l
elso
l4'30

замечание
одион готе ми-во гогем

Можно задать разилми парраметр Ур-еми

делал гладĸие замеит параметра поФ-ш

8
trece )г ge е-бесĸ дифф-я фация Сизменти
Спорости точĸи по ĸливой)



сперевод одного вретени в
другое

Опр Длиной дут гривой
бменду

гочĸаши

.

to u Уу,
наз, число

в:
.

щна-БПреднрат
Задача Длина дут не зависит от Паррашери

зации СГиз ф-ил замены переменой виитегран

Мют-лейбі

ExIVc
4I+

:

RL +CI-RLt) Rltler

Зашн
s:t=9cч) + ЕЇ?Вїй?

dt
=

e 'ct). dy

e
:?'cecebl-encel-de-RCecza )-Rlece))

СГ w ur

t
decel tz tn

Замегинне "
at

в мат. анилиза длина Определлятие ĸсĸ тогиал

верхилл грань дини вписанную виливую ломаниих.

Онр Параметр SE Ea
,Б3 гладной параемметр

привой КСЗ наз аатуральныя если величина
s

-а равиа длине дути метду
точнами

reasyrisi
уши

ĸ Seca
,bs

ж Действуст наĸ изометрия Сдлинг нешиллютня)
по не преобр всепровоз а тольно пливутю.

С
oxp

длин y дуги.



I-усĸовие нат параметра

SttJ-
S1-c4llaeD

ж всли есть любил жладĸая регутерцая ĸливия

то на ней есть натур параметр

натурального параметра S
.ва

QEeru vess
-rieS),to

l
0k=eans

la5ke

rESI -иураnoнal параметризазия 8

re+es))
514 -1

itt)l

По
teор обобрі

.'
s

- dItaa
's Ї5-Ё+(S)1

locs= I
's

=

ric
+es)),TLt (51

ОЕсии мп введем натур параметр лгов ĸсчестье

параметра учас выступая длина дути, те. за

единицу времени проходим единицу длинт

замечание
значение параметра

8 в ĸолечной гочие t
-

длине дути дох

e Внатур параметризация

замĸизая период Ра s-длине

ĸривая ĸливой



Огр Фцнл Фв-мериодичесĸая гесии

XL ++T) +44),T-пелиод

Достарочно рассматривать т=тміпго

задага доназать гто если ТСх1-периодиченая
he + const

,

и хотя бы гепр то сусу

минимальный помот период

fLe +TI ++L+)-периoдuremanFeelk

Т=Кто 1Е++
T)=-+(+)5-ми-во

всех полот периодов.

Донатем существование int Этого
ми-ва

Есши Tm іn =о, то из гетперивности еледдет,

2
to

f
-const=

s

Tmin30
ĸллотиволечие

Пусть Егиз-пос-чь периодовтAшaл, 4+
O

VnasTmin

тогда верно ,ето

flt
+Tmin)-

bCCt+Tmintun)-ru)

=

Q

tlt
+CTmin-en))-s 44+)
n

8о

-

Св-ва
нерходичесĸих Ф-ций.J

О Линейная помбиĸация Т-пермодичесĸих
фищий, Т-пенодичиа.
FC

1

- aet.

( t+TJ

+.... antn Ct
+TJ=-anh, 1+

Jt.

an -lalt)

Произведение Г-пермодичесĸих фун-ций-

Т-пермодича.
XC

+1

-44)GC) =3 FLL +TJ-OC
++TIGE+TL-

=ect1-get)=Fl+)



Производная Т-пермодичесной фиции Г-пермозима
eLt

+TL-44)s

E
++(++T)= Id

++t)

I + CL
+TI++'L++TJ--114)

Q
45'e41at:Ftetlat

замена

att t-у+т

affceldt:5tcedt."5"
T

Satectsat+ 84 +т)4+

У=+-т

Е-т14+S+41tA
ta

T y

=8e(tdt
Опр Средне знангение Т-перозичесĸой фунĸцин:

c 43=4 54
ledtДO

Пусть ГШ1-первообразнся от Т-период
p

-gun

TozgaXC 41=4243
a

toltl
, ugefoLtl

-

глилиттель

периодич

Rycтo Tlel :!5. 4141
d+,

tonga рас
Рморим ,выразим

Folt ): T

foct -Btctoldt.
-?

144iat

filttT)-folt):14cteldt--FTJe 4ildte-
O

Fotseldte I SeLtildte = '5
T4

Ltuldt
,

t
+T

O t

=4 Sflyldte -5 fcildt.



430378 tetesdte-4сзdt=о
TLe+TI= Folt)
O

Опр Чисио вращений гревой б-число оборотов

вентора спорости т.

Будем из одиой голĸи
Дэ frz
d пловодить ĸас венторп

в.
s

гдё
Если рассмопеть чат

параметризици гомы

будети двитаться пооĸр-ч

единичното радĸуса

Прл возвращени в исĸ, готу веĸтоп

совершит целое число оборотов

По часовой "+"

Против часовой "-"

Ор-сть .." m=л
если задано параметр. Ур-е Каи носчитаят?

Зададим Нат параметр X =PCS)
jis

ses
L -длина

prirz VCS
1:27."?!

s

дайз Когда будет обходить ĸривулю



Против часовой стрелĸи ,O-27ĸ 2(
S),

по часовой ,о +2л чася

a CL
+SJ- a

(S)

=27m

N

молоĸо блло полих оборбтв

Ор ф-уии ася) - учловиц физня привой з

alh
-acol:

Ya 4slds = Sco
',R3dS= LTm

O'Csi-als
,('Lin,"""5)= a'cson

nosi =(
oi,???1

=(-?:)
( o1,n ) =a

'n,n)wУ

m=йя
АД Теорема Уитии- брауштейна

Дли бо
-ретуляри гомотопил С=З то=тл.

8oix-roL+)81: X
=vele),

nycтo
Иместал Пегутериал

гомотолия

ret
,es=x,

mce
)=m/z.)

Коспитаем тС2]-число вращенит
Ф-ции

ТСбе)

ZELO;13 mco1=mo mens
-mi,

(ц enoe)Посĸопьĸу тсC?= const u pu я nemp
,

0
то-ТЛ



С будет либо дробиое, либо нет ченр

C Параметризисм ĸривле натур парашетром

SX=VES)sex Г
CS1 Спастегиваем ĸливулю)

При помощи рег гомогонин КС 8)-
LСF)

Xo( S+L) -a0(
S) +2

T

деформируем

ця УШ ф-зна

a
1

(
S + L) =a1(

S1+

24
im1 acs,C1=caeslt

crelaocs
)

2=0: aC
5, 01 -2o(S

)

2=1:
ass,eza.

Js )

2( S+L, 2)- a(s,2) =ca(seL) +
Le-eldo(sth)

- CCCasIt ICL -2)LO
(S))

=2
a1(S)

+2-271 mi+

C 1-e) aofs)+C -2124mo-2an(s)-G-4320(s)
mi=то

- 24CL1-e)mot zmi)= глто

a( S+L, 2),- a (
S,

41
=24

mo

Зададит веĸтор Спорости

UCS
,14)=28."n'?!",

Ca )
A

бесĸ
дифр-емая зединичная перодичесĸая

При 2=о
параметриичесĸие ур-я

бо

При ЧЙл -бл

UCStL ,C)=VCS,2), 7.4 m-mo

Сид шай состоит в восстановление

парам-их ур-гий ĸривой по веĸтору Морости



res ,Cl :5VCS.2d 5.-hepuog hpu
C

=0

a C21

Нужно нчтобы она всегда блла пермодичесной
=Э вычтем из

шё
линейцю ф-цмю

S

Torga res
,2)- Gvespesdse-scvcs,ess

- ЭтА ĸриван замĸнута, T.К rсSt) беш

дифФ и периодич.
T

res
.Tic)

-"" ves,clas. -5.Ves, 21 ds.
S

=S oCsriesdsee$ T8C5, 2)as
-8

vis ,iclds.
O
r

-
I

oes
,ieldse

= res,ies

Проверит, чтоби венторг Спорости иривой ХС)
Хотам

ие обращался внуть T d

V =0CS,C ) -IS.VCS ,21dst 0
l1

1
-

(
aм (*)) t 1 constno

d S

Убезимс нгто сох1

T

I
48ucsiosasl=(

x'ucsiesds,

e)
E :FE53I

81-(8,)

T
T

IFScvelds)i4 SIcveslasQ
OЛПо conbnyUCSI t cons+( X) Es

wemp-arD-yed

=3(o,e)tcnst=3



1 o,es afotle1=y-нет-воКо w-Швирза.

Иа немоторох отрезних Ко,езĸт эсĸоел а1

X
QtJdS

=1

=3 веĸол спорости не

O

обращ. в нупь

Селейство Иривах определлет нутную гомотонию

A Теорема Холфа

Лусть наб нет гчĸ Пересичения гогда

mCJJ =#1 л
eJрег,

помотомпа оĸружность

Дадвусть 1ес0,13 рассморит на па-ст

(+,9). Rycro 101=
e,

r
.rl)t рeyronoun,

сопоставили натдой гоче (tS) единиг
веĸтор E(4,5) no mabuny

:

гипотелуза

d
sРT

VEcs
,""""11,eau( tislelte=s)-

E
4,5)-

u (4,57 +10,T
)V

. E E
iltl , ecur (4,534 24=53

гĸмттшигеймсый
-ilos,ear (4,15)=

СЖ1 Колучини uз тorо, 2
tо

elt, s
7 гадĸая

(8L+I без t. пepecremel) resJFret)
mus

=t,

тогаза из мепр-чи фиции
в

из первого

условия получим при S8t

ecusi
:Tsi."!""'"I:Kn.

":")1-
ss-resl-



104VVL,l=IL+ 2 на глпотенузе
l

1 ect ,it) =ices
из дал S=t

в вериие нагт)-меспределенность
U

hрu SET
,

ts0+

eco,t)=-ilo
)

hpu SeT-

Гелерь занишем ece,st -5Yin 2'i's32gea64s)
г

enр

в треу-ĸе
Число вращений ТСН-число оболотов

вентола есе tйсы при изменениеж вдоль
resi)

гипотенуза ар-ĸа reeidectnson
'441

=
rices

m= It(
aCт,T)-ac0,0)) Я ret)

Или Можно ачитать т Oхорда iгелез катети:

RQinna "aetatcor
m=I

(
LaCT,TJ-aCf

0,
TJ+ (21o

,TJ-a10,o)

icos
Этлямал с жная, чтоД летит водной
из полуплосностей от щё.в ĸассетия Г,Г.ĸ.

Г не имеет изломов Креби не пересснает,

ТКГнс имеет самопереиечсĸий

аС TT)- аС0,0)- угол поворота веĸтопа

RLTJ
-NC41

=
rCOs-NC+)

Колузется нто угол me нgу
ICOlU-EcO)-tT

гогда Т ЕСп+п)=1
ГП



Будем считав, что самопереичени двойные
э.е F

11L-
21 КД-вентом Яин, незав.

есми лиг выпочилотая

Ex1,E=--1 Крипишен нитдоб

Pa
, еси по часов

гогнн Дйаонл
т пересечяця

гасовой
н, есш против.

гимоперест чтлоДёёс
Оир Число Уитни

Шспро-БЕс) жОпо зависит отниг, ажĸи

Задага Четность КС,Рo) противополотна гетности

ТСЭ)
,
есии б будет обмодиться против гасовой

Стрелин m=t1.

Сиагила
рассмотрим РБ точиц самопересиченияи

её онр-в
.

возьмит точну отоета в ней.

?Рей
Гелель пойдем по всей пливой ь



велченся в неё же, чтобы вернуться в чел

мп должин
блли говершить вращение

аналогичио для ёг 23mCX322

При этом :

л1 Если Г. самопересыия ogna
, To

ZV CO
,

POJO

О
t1

5Эm
СJ1=2

гетность противопологина

21 Еси ги более омсон1 Uor, PO 2 +1 -

гетность
у
обоих сохранлетия бутносёёг

Задагач Получить ф-лу днягpo) герез т(а).

смедуст изутв впше

r
-werip;)

-1 D
m

=О

W=1



Гриантун двули нов-чь. Ормент и Меормент новеч.

Опр Стид г-симплена -неворожденный

Тр-ĸ на те-ч

ИлгО

"Н
X

. и.

EU2?0 всет.
neyr.

une4z41

O

Огр Край станд симпленса-объед -грансей

Огр Станд Симплеĸс ориент ресĸи задано

направление обхода его в-граней

АОпр Криволинейн г-симпленс в IR"

ми-во Мс I
КП

задаваемое пар-ми др-ми
X

=rea)

Xe
=XeCue,4

a),

..

-
.

Xn-XnCu,u
2)

Пригемі
1) u=(U1,42)E ctang 2-cmnneacy

21 reus Cxicu
])

- бесĸ диф-ма сгладĸось
31 Б, и Биг миейно изав Срегулинность
41 roul=

rcu
*JCs

U
=UT

сбез самопересат)

Опр Книвопинейный симплеĸс Орменгирован есин

ариенгилован гарамеризующий его
станд

симплеĸс

Опр свизная триантулируешся г-нов-сть вККИ

- ми-во M сIRW представишое в виде объядинения
гопечного гисла привопин. 2-симпленсовM

.,.Ms



причём! 1) мі A Mite I
ф

L ровно одиа ценал

21 ĸатдая Л-грансьЭ не глань либо Со-шй)
бонее рем двум симплеĸсам

31 gh я ĸ nарn. шимплеĸсов Лив Э ценоша.

симпленсов Міл. ... Мі
ik

Иная, 2то N = M
і.

B
-Mіĸ

u Mie 1 Miets = в-грань

из пусть АЛВ-Р=о-грань тогда цепочĸу
можно выбрать Д-ĸ, что РЭ всем симпленсам

Огр Пусть М-элиантумируемил нов-в, тогда
л-грань наз внутленней есиь 2 симпленсидJ

ĸрасвой-
одиому

Отр Клай М-Эо объедиление его ĸпаевих

-глансеий

Задага Д-ь гто илай лобой М-объяд
понечного числа зашĸи цепочеĸ г-граней

Край М-ЭтоV праевых Л-глансей, по отр

пов-сть - ЭГо Опонечного гисла симплеĸсов

База 1 симпленс

Кредположение для п-верно

ШиГ Рассмотрим П+1, найдетси шшплеĸс,

змотоного
естьЯ внешнля грань, готрешего

al

ГЛП,
б1Д Дпят-верно,

дальшие м
n

либо метест гл-глани на л-гпань



либо 1 Л-грань ии
2л-грани.

зашинутая цепочĸа должтна вернуться
в ту же вершину из иотопой впиль.

Огр Иа пов-сти М
задана Орментация

всли орментция задаĸа на ĸатдом
спитлеĸс
J

Свыбрано направление обхода егоиная ), плигёй

если 2симпленса перессать поребру, то
EI

их направления дояжит быть противополотила
J

Огр Пов-х
M наз орментирусой гесли

Э ей арментция

Опр Замĸнутал ценочĸа шитпленсов сохp

Орментауио зеси вноще обхода ормент

совпадаĸот зобращает, еши не совпадают
замĸи

VЗадага М
орментруема СР ногдаĸ цепочĸа

сипленсов СОЛП ормеит.

С пусть на симпленсе Мг из зашни депошт

ситилисов
задаĸа оллент вЭ задающия Ормент

иа остальних Симплеĸсах цепочĸи

Пусть на Мін задаĸа ормент2 такал, что

апментация Лафгз посĸольĸу мін мі
tч

вхозит в
замĸиут цепогну симпленсов, то

ОИи Периĸаются по в-грач
= обращают

Ориентациню Эдва симплеĸса на те-ч

жине, что ааплавления У л-гланей идет



в
одиц Сторонд =т М-меориет

ПустьМнеориентируста2Э 5 хота бы одна

пара
ФФ симплеĸсов мін чітл жересенаоти

по И-грани =Э оĸи лви элементли цепи

облаз орментацию ĸз вцепочие обращ орлеит

X=V-E+FПримеры сĸлееĸ из ĸвадратаДT

эйперова
х-ĸа

Сфера Б Тол ТГ Циллинур сег Лент Мебиуса
a

Х-Г
a ХО ХО Хео

7

дед
Yад.я

БутгйКлеййежа Проеĸтиривастть
в H

=1

К
p?

аĸча еЁ.!вв

Дперацияспов-стями

Q свирезание
дырĸи Субрать один г-симтена

Х-Хиси- 1
иНи guck)

X=8-e+4
C-D- Kuc-1

O Сĸлейна пов-тей по е-гранем Свнстним)

K CMENJ
-KCMI+XCN)

KCM +NI=Im+to -Cemten-lofrue)+(UutбN
- брбжне) =КСМН+ Х)



О# Приĸлейĸа
ручть

11 свырезить дырĸу вмС-ч)
Хрунит

2Д приĸляиь в
дллĸу ручĸу

C-17

H

Приĸлейна лент Мебицса

И впрезить дырĸу С-.л)

И вилеить
менту Мебчуса стоз

XLMTNI-х ( M1-л



Теорема ĸлассифиназииĸомпанчих двум-тх
Омент.и неориент,

пов-тей

Огр Мусть t.M л-sM2
отображение п eр в Г.Р реси.

FEzo 787
o:

g
лek S (fCP), E)T

.

Кайдется жиая SCP,8
J,

4T0

(
CSCP,

SI
1

MIJC

Опр Отоблажение вназ гомеоморфизм

Мл и Мг, есии в-бленция н-ви t-иепр.

Отр Пов-ча млиМС гомеоморип зесшЭ

гомеоторфизм

T Мюбил пов-вA едрема Ориентирзсмсия

гомеоморфиа одной из Млĸ Ссфера су ружать

K дирнамир
D ж илоизо-зсо ориеит пов-ъ м, сиагица
-'

из
иеё

соорудиль дисĸ

ж на M графГ, лазбивающий её

на дисĸи Спапример, графтриантуляций)
Гелерь возьмем жное Его, гто получим
ми-во ME

=EPEMI SCP,JIEE 3-Oup-тO
гaфa"

расстолние -Ме
менду графот
и тогнати

11 Заметт Мна мс

2зд8ррунинтдеревранийИУлинатоднехйой



удамин малельние примоз

дЭ мечДонатем
лето ж-иая X

Оĸ-в дерева гомеоргорфиа Т
дисĸу

обиза C
Предположение верно для н вершин
Рассмотрим нл веринин рдазалим вершину
Степенн ви ребро От лее

все

АГ Фэ -равно
Loгомеоморфиза гомеомор

джярверно gu сry

вототе
Гелерь

сделаем последовательно
дисĸ

обратине операции сĸлеиваем
перемычĸи

оКидо разнезать нов-ло, ногда мп разнезаем
МСПn запливаем дыриц дисĸом

j.C s СЭ
Гогин

пemat

Ха разилх
гомполестх

ĸрал

При сĸливании впрязаем дарĸу-а
Примешм операзин щиш



n
гжиФ
r O

.СДолетат

ча один

помпоментах
илал Сиова

Оĸеразин

Рассмотлим:
Гелерь разретем

-ид

O ЭТУ пеиточĸу

n дилиидр

иМ

БЭ обращастU

дрментациииа

Гелерь приĸлеим цимидр в нов-сть.

O Oол по. Хого.
П приĸляйĸа руши обрацасторинт
# оĸерация

Таним образом Мп дĸлеили нов-хъ
M из

дисĸа последовательным влюмнетем отеразий

Оrев гто
дисĸ

гомеомор Фен сфере с

дирной
д стелеограф

гроеĸция



LТеопема Любил неориент нов-в
дирĸаA

гомеомолфиа одной из лов-тей NsY

D s-lеит

мабиу

Сиова делаел диса
Теперь Лассмотрим, что Происходит при

Сĸлейне Перемычеĸ

Ес тоши на
разилх помпонентах ипал,

то впрязаем дырĸу
Еиии на одной:

ФФ
J

OC
d t

rnn 2
вылейна

леит Еши томеомориа

Мебиуса L gucny

бо Оора
ĸ разретем

нов-сть

по ж-ним Кливпм

йї развериен ДзD

ero
,

"'80



r
Кь pigir pigin

винал Эоĸ ĸусоĸ генель вилечи
его обратно

a
'o'd

стрело
Сĸленйн Да Эивив приплейне

] O 2лент мебиуса
man

ж Убедится в ом, гто приплейĸа руши

Сесин уже
есть н мебиуса) С=Э приĸлейĸа

Её мент Мебиуса ещё т
стенм

Овс

Оо::ї"О:"їЁїїОгдсоĸ

приплейна лент Мебицса



Огр Эйнерова л-ĸа X
наз

ДH-r.et t

Задага Хис зависит от графа

возьмём два графа на М разбивающие
её на дисĸиз причем вершингг одиого
графа летат внути областей другово

Дй Госуа голучи ĸовый граф ло

с более меннит разбленем

1
Рассмотрит смагала я

грфаф

исподно в
графе

было оре1

База И симплян

O-ia

41-
v.ett

U '-( reytLe +6)+

rрнеуположение дняп вертиĸ верно

Mar
доĸатет дже пал
( t+2)=v-ext

Сотрел вертшишу толучим n, для
поторого

a
-

влиолияется К.-Х Степель

удалецотверинил
ki

-w-ett

УЛданение He=Cr-1)-ce-n)

верить
4 (4- cu-.))

восстаговит Х, т.е ĸатдое ребро

поденим ца попоĸаш и добавит вертии

H
'-CV+1e 2n)-Ceeznibn)+ (fy3m-.)

r Io.ett сх2 аналегично

йx



ей
Лиоснне ĸривле жасательные и портано1
Длина Кливой1 Чатур параметр

Опр Гладĸал регутериал жлемена-риая привал

ВККП ми-во госен УС ККП задавленое

парам-шммми Ур-нями.
1)+E Ca, 63 Сэнементарист)
23 ГС+) - бесĸ дифф С гладиал)
31FC+I Срепутерт)

41 real-rebl =s ab (без самопересе
r)

Опр Длина
дути

иливой метду т. хиитг

дмнны
Огр Натуральный параметр St

)

-

длина дути
Отсшитывисмая ОТ

фиĸс точĸи Хо

ДSC+ = Sliktyde
'

Хо
бр( S1-натур. параметризация ecuн 101=1

Огр Касательной и пливой V
=Vet)

f T to

наз предельное положение сеĸущей

проходящий герез точĸи Хо и Хо+ Дt приы д+яо
r

К

т.е грямал проходяцая герез Г Хо, причём.
её единичный направт веĸтор равец
пределу единичила направилющих венторов

данной сеĸущей

Оир Иаправтеющис веĸтором гасительной



и привой rerey вт. to евпестия ёё веĸтор
J

сиопости
r

'сtol

r

Уравнение ĸасательной: V
-V'Cto). 2+

reto)

l г
ge

СЕ lk-параметn на ней

запишет Спормнрованный) нанлавнеющий

веĸтор сеĸущей
7ЕЕЕйД"но

D
Т

atstTrittox =3 V
'lto) -натравляющий

вентор нас-ой и ĸас.

проходит герез досĸу нно)

Каноничесĸое
Ур-чс ĸасательной

е= vj?=;*П*!!"-У."!
i.""д

Огр Норманью ĸ ĸривой в точие во
наз. примая,

проходлецая через эту точĸу
и переендиĸутериая

ĸасительной ĸней

онаправляющий веĸтор ĸормали (-уĸtо), жĸо)]а

направтяощему веĸтору ĸасательной Схосто1, учто))
X = X'Lto). 2+ XCtol

E G = y "tol-ч +91o) =34!!!!?=-5,!!:!"



Соприĸасаюция оĸр-тв Кривизиа плосной привой Плоĸие

форнуит Трене

Огр Кривпе биб имеют ĸассиние порядĸа
ĸв.

точĸе бо, если натуральные гараметры ЭТиХ

привих можно выбрать ТАК, ч0
res

)-RESJ=O((S-solk

Чев

рзве
пливне би зименот Когда чат. параметр

ĸасания порядĸа ĸвК
S

можно выбрать ТаК,J l lT
.

So
ЧО resol :Vesol,..Vsof

D
FkCso

res )-resl =".I .1 (5-
sojCrissol

-Ficsu1)

+0(1 s-suk)

разность nо опр. должна равняься остат. члену

в форме П eanо.

Д все
разность rsilcsol - Faj 1(5o) должил обратиться

в нуль по отр

Двс разности
в
луне эЭ Осалая ОСТ глен=

ОПР

Лемна Пусть ант гладĸаия п-мериая, веттор-

Ф-я завис. от параметров a -(ay (...an (+)),
причём laltll -C

= const , Тоа:

Дта
DC?=(a, a ) возьмем произв.O =(a,a н-(a,a)z

2(a,a)-o

Смдствие Кусть V
=VCS)

-nat. параметризация
ri+1 2Cr,Кривой ,гогда щэг cririzy



Теорема Пусь К-пиосная ĸривал и пусть в

точĸе So ricSolto Югдa Э1 ор-х, ищеющал
ĸасания сĸливой в т. бо второтопорядиа

Оеё центр летит иа пормали ĸов

ĸаправление Mi
(so)

Оеё радиус R
+,TcSoD

D Рассмотрим оĸр-сто радицса
вс центром хоз

Гогда пар-смое ур-не

X=хOтR(д?I)
ЯX =хо+ (3%?) в чит.

-'

параметр

iislzo+f"',Poce
"El

-(
in"!""

)
T (s) i(:E"ins") :--(8

in,"s,?)

ILs )= IR
.

(,
n'."bF)ГО.Х*".. R =t(дй=-Дlxissl

X

rM
.:i),(.."," a))- 10,я+ sin 's/r

= 1



единственность: f0т противного) R л-R.

Опр Таĸал оĸ-сть наз. соприĸасающестся опр-стоо

Кривой её дайтр-цептр ĸривизин г.

радица -радиус Кривизин J

r
" веĸтор

Опр Кусть К*(бо
ltO,

гогда nn =Tryy
-

ĸориать
а пира веĸторов Ci , П5-репер Френс

я
базис по

8
ЛРял

Теорема Плосиие
фэлл Френа

Во всех точнах ĸривой, где впполняттся

ГЕ O

E
vikin Ge

) в иатурДn '=-Ko (2) параметризация

гуе K -=R
-Ir"l

D
v '=r" n

=N

-ривизна
J

K
-=In"l

70'-
kin

(
hi,n)

=0 73 n
'=an

(8,n=o

( U'n+CV,n=o

( kn.n)+ C 0, 20)-0
KCninlea(v,0l=o

"' K
=-а

"1

a
=-k

23Niz -KO

,
(.

si".?!"")



Теперь рассмотрим ф-ю ГСД.) и

зададим

привизиц галиии образом

ELS
)

-
E."''s,);me

й=п
-

-. n
прЧ n

прu V
"0

ЧтВ Гогда фиции й.й-бесы дифф и филп

Фрелс вппомилютия во всех тогих

O
':IN

I
-CUIR)

8

спапярио дмиотиль
най

Теорема
ПустьKСS) - произвать жладĸал фиция на Со,

LJ, Тогда
Э плошая Криван бТаĸал, что Г-фиции её привизин

2. Хусть бллга-кривне, присёмK
,(si:

Kiuls ) seco
,L

Гогда Эдвижение плосĸось ti 1R' 12 ганое, чю
ф

4(8.) =82 изометрия Спасстольие
метду

готами

econst
)

Дь Предполотим ,что танал ĸривал существует
тогда построим угловую ф-цию

VCS
1

=
r(S)-

единичный веĸтор й
l

1

=з он выжлд
ur TAVU.(.n'?''s,) =2vicas -to""?";?)-a"0

=a
'Ls).

I =2 u3 p
.PpeneVEE-N

=3a'ss.:I

Кусть задана дф-цил ECS
),

рассмотрим ф-циго
acs

1

=8 kCS'sds
'

tao

я

первообраз Телерьно вентору Сорости

YCS 1
OCS

)

восстановим ĸривую
resiz UeS1= (.

in?is;

- be8 residss avo )
есть



2Т eпepoJ.X=reSJ-гладh регув. элен ĸривая
иГ( S)-ф-уии её привизин.

По
oruтneм

ECS
)

V 'S1-065) =1 8'(51= Lcss. N

E -CO'Cs),")-( a'cntin,N)- acns. (
n,

NJ -akn)

Кусть есть блиĸ X=riIS)Xrr2cslYn =lz
a

Ил

rur s л
iam

tran
ige520

можно совмей.

ддвитом

два единичилх
Yr =Ke =3 sil ol- aico

)

вентора бли бг Г j

=, ал (0) :2.10)

m
говмящаем -
поволотом

ГЭ угл физни гювпад сиорости венторг сова
=3 nerboodn r

1=V2

Tome cobnugyT,T.ce

виходит из одиот гочит.

Лемма Пусть Q (S) и Л(
S)- глидиня пхи

симмт

Ф-уин

rye Se
6a,b3. Nero Q '-QA r

К

Гогда
ОЕсин ФСБ ортонональна нтогда РСБ иоссосим

EaHISI носсоццм и 7 S0 E La,bЗ рашой,

2to QCso)opor,sorgaQCS) optor.Goe KS

Q 1S1 - optozan=?Q-QF=E

A (s1-nococcum=3A=-AT



произв
7. QQT=е Is Q"QT+QT.Q=0

Q'-Q.A A-QQT+AT.Q.QF-0

ХГ А--АГ
QIГ=QT.AT W

доназаю

2. A
=-AT7

S0ECa,EJ QCSOL.QTCSo )-E

X

Q
(so)

(A
+ATJ.

QF (Sol = 0=-cons+
L J
E гно это

ионстанта
l

uT.ld rge
-0о0,

to wbesse
0

Предварительние ведение из теорьиш дар-тх у-ий
4-перемеа n,JlE IRW-нензв ф-цил, система
обыит.

дифф Ур-лй

(*) j =-Xly. +)L Пзаданная правал часть

Устоĸ- Уоĸ задачи ĸорм условил.

Опр Задага Кошн
для системы обыĸи

диф-лх
др-чий с привой частью Д-Это задага
нахождения диффой веĸтор-фунищин y нь
талой, Ччто влюлнятся (*)

Теорема
И Куса вly,t) - бесы дифф воир-стиг.(уо, то)

Гогда в непотолой дĸр-ч гочĸи Хо задача
Коши имеет единств лешение, причём учь-бесĸ



2) Есши система отн-ло
у мнейная,

дитф

te XLy ,4)= ALt)-y, 2ge Al- magual

матригисмя фаозия а отneзĸе
XE Ca,bJ Таĸал,

ЧТО toeCa
,b3,Torga ha Ca

,bЗ

Э!
гладная

(устоĸ-уо)
физия УСь) удови С#)



Пространственние ĸривие. Репер Френер иливизиа иĸручение

ОПр Гладĸал Элем пространственниĸ иривал с

ми-во гоген С
IКЗ

з задаваемое параметр

урши Х=ГСх ,плачем

11 4
ECa,63(teew)

21 ret
)

бесĸ диф Сжадĸам

31iC +l-7o( rerymenuae)

замичание русть бо-лочĸа ĸривой 8.
гgеr

"(solto,

t огдa гере z Torny reso) проходит две двумерите.

плосности!

а) плосность ортогональнаяГ CSO)-нормальная

(
X-resol,risol-01

o

мл-сть 7

Б1 плосность веĸторов ( O,r")- соприĸасалощ
плить

p

ШБ
Oup1 os.=xx"" веĸтор главной ĸормали

О Вентон в15)- СохПо- вентор биĸормали;пр
гойĸа венторов со11.в1-реĸер Фрела

Сбазис)

Теорема Пространственние Ф-ЛП Френс

Пусть и"ся tO огда Г гладĸал фун-л жная го

1.

2.hI=-К.г-хе.в.

3.b '=-&en

D



Рассмотриш матрицуQ (5-Cо,n,в)-возьмем

Производную толучим ненотолую матризу КоэФ Аз

репер Френe в наждой точĸе оптонорширование.

Гога Q
-AQ Iт. (

Q),

QFo рв F
я - ТЭ

=З А-моссоммметричис

А--АT

l
O

Y !?E:.":?"
af

-Ч
y(? ":)=-

an.o"a";)() =.

6'--
a2'8-a3n

wI r" n
.xi""

a 2.b+ A
2.

0 =3

K= 1 V
")

VIkn
w

'=kn

autk, nycto n '=-K.б+2f

l
O ofisel

в'= Lin

A =

-K 6'n=LinL

b=arxhD
O +Эе

O L
СS1 гладная?

умиотиль на п

(
b'in)

= L -rone бендин
a

в
оĸр J. бо - в'-бесĸ

диф Тг
бесы диф.

Онр КС S- гручение привой

Yob NyctoV "C51 70,Tozga FSECa
,b)

(2=
o)ans ( r-nuocuar unubau )

ДБ b
'=Lin

=3 6'
z=0

=3 6= const

( o,bol=o23(ri, fol =o- IsCr
,

bol



atsCr
,

bol- Cr,bolt Cr
.E) =( risbol

o
-

= s Cribol
-const

=3 илостая un иbaя

б-плостан приваĸ =3 rinr " eemat

в одной плосĸостьэиllĸаr, и"= вай

b
=CnxG 3 Ir,"" =3 6-const

is
6'=0 =3 f

'inase zo

Чтв ĸругение ирепер Френе сущесть гльно
в гочĸах ггде гсбо/ĸо-для биретулянилх

ĸривих Сĸривизиа не облащаятие вĸоль)

Теорема оеже

На сфере не существует гладĸото единичного

попя Станое поне хотя бы в одной точие

обращаятся виоль)

Опр г- биретулятнсия гесии веĸтол * нигде не

обращастие в
муль,

ЗадагаD
он-то,

что JIlw
(S)

таной, что:

U 1CW.V3n-cwing E':Cw,b)( bearon

и
I

kin=Cw,VJ Да nбу)

Френе En'=k.f-se.V-cw ind
6'-&e-n= Cw

, 63

Предполотим 270 W= a1U+ a2.n+ 95.6
в

lC0, 03- Caivta
2R

+a3b,

07-a
160,03+

a
2 CN

.0b

Osinto

tasC 6,03
ПГ a2=0 As

=K



в

Cw
,n3=a,C2 ns-a.C,R3 tas CfYw

3 =Lo
Cw

,b3 - an Cr
,oy

4
a2

Cm
,.b2

49,
e,

83= L .nS

шся)
O

Г

ar
=L

Теорема вычислительние Ф-ин в произвольной
параше ризации

Натуральная Произвол.
w+ Tril

n
=ц."ДDb-copnoĸ=еі.","s

se=+7i .""x.""12
1- mnotД Чаловился, что o

-nos

Дия нит. все, проме гручения из оПр

ne-k.v-х.в 1.6 сиатерно

b
'-n.эe

se=
Co',n)

( nib)=-k-Cof
"G'-4e16,

6)
ШВР

=3 te
=-Cri;b)

НГ

в-coxn3

nexil "?"nt.- "
K-kEin"

i . ,"

s=-(.E"-M".?ivax)-( E",NXE
")

Чії (К1
= - ke( r.", crxr

"s)



Геперо перейдем в прои звольĸугю параметризацию

X=PLX) =3X
=RCX(S))

inll
=

I-no oun

n'=$4 I-rtri
r

"=?i-

a -i)-I -(d. ?-IF=M"(
IEP

іхї

n +й(ё)
-

s

crixr"s
=

Er .IE
,

I (Efei(IE)J

= r
.

i
.

(2$3
- ll

l1

i ll i=3o ТУ Iri3

crixr"s= rilrpf . i

Karxr "gl- lrip?. Il=

Перейдейĸ впчислению кругения
из Френе

2--
Cri,b)

=-an,0,n3

i
=CE):!."ICI)

n
=E

O

U .=B."
=i

He=-aixtnL),i
,no=-iaci,iins

ri: "(
Pe

ai (4
P.42er3

aviv ",
r

"s:

(cririg,r")-an ,","" s(
IJ-ai,i,i's

iryt

K =ї:"r"=ose --4iir:!."!"



Поверхность Первил

исвидрагыгись форма. Длинни учил.

Опр Гладĸал н-менал
регутерися элем пов-сть

В ТКП- это ми-ство Мс ГКП задаваемос

параметричесĸими ур-ми:
X

= reu), гдe

U
:CU....

" n)

l
Xecu

)

lx -(I.) rius -:
причем

tncu)t

) Ие ДСП- обпасть Сотпритое связное мм-во)
Сэлемент)

21 гиз-бесĸ дифф
ВД Сгладносто)

J
И

35 Бё.х .-зии -мин незав. Ки ЕД Сретулинносто)

"1 reul=re4)asU
-U*

Опр Гладнал Кривал на пов-сти М-гладное

огображение отрезĸа +E(9,во в M
, т.е.

соо-ветствия холоста вплющее нагдой гочĸе

tE Ca,bJ
r

оrĸy

u
Сt)

на пов-сти М.плигем

U
С41-бесĸ уиФф

замечание чі=ніш ітлп Спе требует регутирност)

Опр Касаительный вентол ĸ м вт.Р веĸтор спорости

гладĸой ĸривой злетящий на пов-сти Ми

проходящий герез
p

-

Чтв. Ми-во насательних венторов ĸмвт.Р-

п-мерное венторное приство базис в нем
КСР?,

га(Р)

ДЕ Рассмотрим бем боĸ=Ри носчитаем

-

веĸор гиаопости

(*ж)

j 'zrictolys,?.. Fi
;CP) ?4"Lto

)

= E. V
5LP3

i ; Lto)



Хеорема
осложной ф-цни-

=Э любой пас веĸтор-мин помбиназия гз

P: reu i
=Cur.....un

)

-з agagum omy

Рассмотрим веĸтор E ниой,
200
E

=?13; ViCno)
Нутно Чайти ĸливую здим

п-ой К-веĸтоп сиорость

2:4 j=lj+ Eit е c мn подствиm 20
в парам-е ур-е не-ч нищть и поспитаем

плоизвозную =З видно из СЖ) ,гто
i

ці-йj

замечание

И за фиĸа все иоолдинать на нов-сти М, нноме

одной генял эту оставтуюст Лолучим ĸривую

J;: Z
4i -

ui

LtJ гостались наи бали)

4:=4 j0++ --оорд
en линия

21u;=uilt) (й....ЙЙ n)-вентор Сигорости

31 4i = U
; (

O
....

Б u)-замена параметризации

зиі
-

ovj

-матрица

лĸоби невлрождена

Отр ми-во венторов Споростей привлх летащих на

M
и проходящих герез

Т.Р
низ. ĸасительной

пи-ло

Км вэтой гочĸе ТрМ
Венторн из Эой и-щ наз часительними

Сивидратич)
Огр Первая фундам. форма повиши М- гоотвенствие.



сопоставпяющее ĸапдой Г.Р. еМ симметричную

положительно Определенную билинейную форму
в

ĸас. плошости ГрМ- сĸапярное пр-е нас. венторов
замечание

X
=ГСЦ) вĸатдой очĸе из ййecтo razu с ri

,., Mn

gis
:

Cri
,

ĸj) - матрица
задано

сиапяриое
пхи Сĸапериото про-я в нас-й

прuе

плосости

"E=E.3ir; п=Ё. lir:
* Dane

с без зиата сумип Сопустим его)
(3,2)= gisrinj

L

матрица Trayue
спапприих

21 191:5,9
P

:5 gijzi
"i

31 cose- I "ziiln"
Чз Длинп ĸривых на пов-чм

b

ecri-gtilat-8M1gisCule
) in ."i ; d+

S
1

У
ron между ĸривиши- угол метду ĸас-ми

венторами К этим Кривим

Опр ĸовириантное успорение привой ЭСМ (02 П())
где П-ортогонал проеĸция на ТрМ.

Отр бназ неодезичесной, есы во всех очĸах Дуб=о

Сусторение пертендиĸутерно, нарранельный перенос

ĸас. вентора вдоль пов-сти)



МЗ ĸовариатное дифф веĸторила полей

Опр бладное венторное поне на МГ соответствие,

ставяеция ha
тgой

тoчe PETPM веĸтол ЗСР),

пригем он донтен гладĸо зависеть отР,т.е

Я
E

-5Z1cul.ini age Si
-decgutt .

веĸор Фог
Тиоэф Jui

Опр Ковариантиая при-л
поля по иі

2.E=П (5)
ĸравал

Отр Ковариантная прис поня з вт.Р вдолй
п-піді-разлотини побизису ТрМ

VnE=Priz;E = Rit:3 , ге Е-вентония
none

P 2 ETPM
гинейность

Опр Пр-чв вдоль 2=ч
iri (

P)

on (41-чіБйCP

Задага Доназить,чго ЭПС независит от

вибола (
u.....

"
n)

замена базиса wiz vicu
..... ."

n),Tosga

ui
=

ui
Cv

....

W u)

Btx -24,'F ?8:58i=J."! " u:

Гогда чі бБ преобразование ĸоордицат.



w-ідуi ,ща
af

r
-'21C+1:V; au 5=у"?ы"; і-чідо.

Св-ва повариантной пр-ой.

13 8
n

(с3 еёЁ) =с oце +20Z3 дистрибутивност
r

К

21 0с
n+ей

3= с 023+ ё0йз

з1 пусть Х-гладĸсия фая наM

tiM
-alk

feu
....

un )
(

bie"o

'i)
Torga PRLTEL

=

XCRJORTELPJOLT

D vn (
f,9)

= 20;(9,9)=2: 7C-t:")):

ч: 17
(88

u;

3 +5"
u:

+1Q

ID( SL)E+RIN(ин.
anlt )

41 22( Eig) =
C0R5,53+( S,74)

D ConziSH ( E,U25)-R CEN
(8.?3,31-+(3,N())

ncel =exnsТеяФ псез-е-

Если в ĸасат. плостланстве 410
(

N,E) =0 (
nCe),3)-Cё,5)



=3 CMLE )-E, 51=0 =3 П
C.)

momeOngeraite
.

Каĸ сштал повариатине ир-е?
Кредста-вим веĸторное поле ĸаĸ мжейную

ĸомбинаци базисцтх венторов г jСu)

5=-
silulrjca)

TIE
=M

C?"i. Va
+ E; "54)-33,

in5+5ML?":)
Пj 8", ri+E

;

M
(?.?

Ju)

rij
=s?

Bus

Oup MCrij )
=

T;j"

culre Туĸ-Сишвонг
Клистофел

Oup( MCrij), ru ) =Tig"Cre,ra
)=

Sij ,
m27 noga

Tij ,m-cumbоnn

Кннстофеля грода

Георема Ф-лп джя спивонов Кристофелл

бцмыйид) Кт обратишД g
Конпогента

gig
Д ĸоэф-н первой ĸ.. po рин gij = Cril Vj)

5.7in'=(
m

iro
)

+
fi,

in
)=Crimnit + Cris ryimn)



= (
im

+
Ii'im

(1) iisim=4,n-nigeran,

Колучи Эдирт = Гзм+ Тййі (2 гоэтому мотям замечать

ingj

Повторим mas i

ещё раз
gu

"j=Trij

+ Tij
"

(3) jom

121+
C31-с9)

[вымвон Книстофеĸл Симпстроция)

дё" и?-Фйм=2 Гізт

=3rij,m=2(2:"12
m

-
itn)

Умлотим её на дĸт с обратиел идит

Tijim -grm: Tij
"

=?gam(-9
u"щ

+2-Я??+-9)

Ковариантис пр-л

W
"-n;

(8"
n"j + Vij

". E
ї)v ĸ

rji
Д n

RE=MI 'ViE=
N;'M

C?"i; ro
+ 25"5?")

Mcrij
1

= Fijcul. r.

=4: MC5",";ni) +4:.35 1/ri)
y

8'.::.ri fij"(u)-Кĸ

=R ; (5"? ri+Ritous-55K.)
p
за mи jra ĸ Cungen ст f се ревно)

- Rirk (57.%+
TigjkcusEt)



L0е : ("";" + г ij"ц'). оче: n : 859

L
7jE=(R"" + Tij

"

25). Vo



изометнилПараллельный переное и геозезичесие на пов-ях- пов-стей

Опр бладное семейство часательних веĸторов имв

жчĸах гривой ЭСХ)- соответстовие хсопоставилющее

Каждой гочĸа t вентор Ещ4е Тущ
M,

гладно

зависящий отt
инива

r .Cult)..... Mnluctl)
Тир-во

Eltl - Eiricult
))

Огр Ковариацтися пр-я гладĸото семейства 1Ш41

bgоль 8: 7 j - MCЁ)
Семейст-во

наз. параллепьиым вдоль з,еши

0 j5=0. b ebuou bugePJS -M(ziR+s:"nij"s)
= E

;

VitEkij
MCriK)

-(
Ei+tj" Eulij

)ri
riivi

Сиедстьне (9
te"

go "ng"pan urome) s (3:+

FikilizEr
=o)

я

Систена
дuФР ур

uun, age i =.., w
Oup RycxE 'E Tre

,

M
, age2. 29,83-9 M глaghad

, тогда
Э! гладное семейство E

(t),

пригем.

15Е паралиельно 2

23 ZiLa
)

=5% -резуиетат паралельного перецоса
зо

Теорема Св-ва параллельного переноса
C

1) ĸз ĸе результат паралельного перелоса

существует и он единственен 1 j8-reogez.



1 5 под уммой гтолт бесĸ
дифф-е

scal
=s

тада
в непотопой Оĸр-ч

Фуни

тоги Е Эі1 ре mее
по теореме Коши

2) Еси E
441 и П/+) параллельиы вдоль

Ге),
то

(914),2 C+)) =const

1 5+
CEH

,

RL
+:(

E,

NI
+LS,

NJ
-(NCS), NH

+S,

NIID
)

= ( Bi5, 4)+ CS
,Ti4) =0=3 CEL

+),RL)F whst

B ."
з1 Парралельный геренос сохранлет длинт иугил

D Рассмриm K 91=(s, 2)
-

It 15,91=(0
i3,

51+(
E,

0:2):0
! d

=3 121=
woust

wso-4ei"in=wust
ЧЗ Результат параллельного переноса лилейно зависит отдо

ДСистема уР-й
линейна позі

Сумма двух

венторилл голей равиа вентолному номо, ееи

Е
улнотить на сиапяр го результат тоже

уможатие на него.

замигате я зависит Отда Сперенос 7повелноста)
иС+) будут другими фунĸ-ями, Таĸ гто симвоп

Кристофеля ГГ
рода поменяются

Отоблажение Рз: ТрМэ Гам



Р: ТрМ- Гам

Еси рассмотрим петмю, то

Ои есии будет брать несĸопьĸо

Петель, то получим ми-во Тачих
p

операторов Рз
i i
E

'2516)

Cnonuu
) Лнозашннный еТам

Опр Аз-оператор голопомин
,
соответ. петле2

an
.

4; жмёра, насĸопьĸо испревлена

d ОТИ плогостиJ
V

ж При параллельном перепосяе поO
замĸи, иривой, вообще гоборя, мп

so Колусиль разите
вентора 6 т.P ( ecP :Q

)

-Э получитеял отобр РЭО Ey
-

л
--

-)
замегание

Пусть ов-ч MUN ĸасайюгчя вдонь r
,

т.е.

TOL 41M:TJESN
4

diMM = dimN
,

To 2ga

(
E(+) пар-но вдоль 2на MJ2я (

EH)

пар-но вдоль Гнал)
Напоминания

r
.

reogezurecan, eau152=0 MIE) =0,
семейство венторов споростей парацлетьно вдоль д.

ДOup 2855=0wliit FixiCults
)

i; ik
=o-

up-e геодезиченĸой

Сидстьнся



И1 Через наждугю тожу пов-чм
в направлении

ĸас. вентора проходит повно одна геодезичесĸая
Сизт. Коши)

2) Eau 241-
reogeзurecuan,

o12 l = const( Tra MLJLO )
з) Прл параллельном переносе вдоль геодезичесĸой

сохраплются дтоп метду веĸторами игеодезичесĸой

Изомерил нов-гей

MM СIRК NI
C IRE

2 M
-x=rcul

4=
CU.

na)

N.Y =rcosV -CV..- Oa )

Кусть иместая отображение 1.M.N-3vi-tilu,."
hal

Онр Оĸображение в-гладное, есин Хicu)-бесы.

дифф-мп Пусть д-ĸривая на M таĸал, ч
TO JLtO

1

Рассиотрим ФС
t)-привая

н
a N

, Torga EtL:!!+)

r
ПретамШретиа

тБ

OQ -ACP)
Чтв
-

134/2)-жладĸал ĸривия на N з ироход герез г.Q
21
2=

J+ le
=t

ХЭ) н e зависит от
выбора

да соответствие ВПП гинейное отобр

пасат. плосностей

D Кривпе задаии след облазом

J: 4-uj(t) tcasivi
-ticucts)

irLtO1=s;

Гогда иооnдицать beu тола 2iRi = Eeli(ишDC



Fi; LR)5 -

от выбора иливой плавал часть

ие зависит э левая гасть тоня

Ou р dpt .Tpu sTQN
-дифр-ал в т.Р, пригам

Btuj СR) - матрица отображениеС Яноби)

пас-х та-тей

Онр Отображение М-ОМ-изометрия есии

лгв-блеĸция
21 FPEM FS

.R ETPM
:

( S,R1-CaPE(S), APtE)
Св-ва

1З ПрУ изометтиĸ сохраплютая длинн иугин
2 ПрУ изометрии параллельное семетсво переходит

в нарралельное
з1 геодезичесĸие переходит втеодезичесĸие
Я МИ

N

изометричит ещЭ изометрия вімом

Опр t .MSN лональная изометрия, есии КРЕМ

Г оĸр-чъ и тога Р на M
жнал,

чго Ли-изометия

И на жи) Сие требует взаимной ogu-ra)
Биатотĸа пента

Задага Дон-т, гто бесĸочечный
дилиндр u

бесы ноĸус лоĸ-но изометричиĸ пя-ч

ЛЗ
параметризация зиминдра

C1:RCu,01- CRwso ,Rsinu ,ul

плосмость IR
2= reacy

1=(X,1y, 01

2'
r-C-rsinu,

rcosu
,of Ir =C 1,0,01ЭХ

Bu
"

=0, 0,1 FG-Co,1, 0)

lGan
:

"" 0.) Gn-(? 0.)



dsEez -Redul+ do
2d 5?2-dx+dy?

sĸĸи+с ) замена иоорзииат
V=y +С

( XJ=R2dY
Z

посоп)

Cao
,=cdyp veLo ,T)

изометния лонал

21nongc rU
,

O
1

=CV.R WSU
,

0-R.-SInU,C
8D

astwouge=U2RdK+CR
24C2/dUC

X=VR+C

y
=-Rъ,4, 3с

-
аналогичо



Втолал иваур фолма пов-ч. Теорема Менье.

Огр п-мериал пов-чъ в (К
W-гиперповерхность

есл
r

NInt1
если еть вентор

ТрМ Еt ГРM 23
m

егоĸормИвйедииитя ĸолисать сегение

nE Кмвт.Р внатн

гиперноверхность с тосной Р.

Рассиотлим земое гемейство ĸривихз номностью поирывающих

онр-в
Г.р.

Опр Норманьное сечение пов-ч Мвт.Р-пересчение

мс-плосĸостью прохоуящий герез веĸтор ПСРЗ

Задага Д-ж, что в оĸ-ти т.Р порм. 4о:?
игене -гладĸая ĸривая вм.

Пусть ново-сть
задаца

нелвно

Y
1(X.....

Xr
, Xex

....Xr)

l i ĸ (x... Х a, Xren ,. ,Xu )
W

-N-ĸ

l

a
1

= Xu+1
Остллипа К ĸоординат

anexN впражалются , наи гладĸие фэцин7

Oт x1..... In

Дойтмий Кёймойдыйто
зай
имбыйоверёз

гость

пярностия

(5ё,...Б*)-раиг matpu
цn Anoin

навен ĸ, ТрМ-идпо

глосмость
матурального сигенгия

матриун

ritiul= P +
reopo

-P

Ми-во тоган попм егеми удрови условиям.



pucres
,u])

EVLX ,Ul =RX4S4UN
2. reuct)) =3 not

.

O нелвной
Ф-

yaи

54%0

= Ур-е
можно

разреить оти-мо ИС
H

в

oup-na5. PCo
,0)

Bhlco
,o-PeLpsI

2=

PeCP 1. nto

Tile
"ipж

Онр ЕСдЭ-привизиа ĸорт сегения в направнени

ПЗ го

знаном С"*" есин веĸтоп усгореши туда же, )
- ниоборот ДПгтондKCEI -48 гд
r

ЧКВ Фун-я в1
E)

-1912 ĸся)-ĸвидратичая форма
на ĸас-й п-ч

ĸМ

D Достаточно поназать, что 1Е1-1, т.м гогда этот.

веĸтоп
- веĸтоп сĸопости в натурпараметрзазит

Мусть6 т.P 5204U=ucs)-ypul uoрm.

Сегени на нов-ч

Тог
gа

zi
-йico

4р-е ĸорм согеня в объеммосцет тл-ве. rercalsi
)

22рK "- criicos ri
-ghi rij - -auisuy

icol=sriilszo= rij(psiicos-iicos
XVi (P,

in
"col

nilvi

Cw
,

ril
=o In спamяpo

F
-Cn, rijepl-v'coritcol ) =(,NijL(P)J

3';;

Пригем віз не зависит от
вё

ĸорт Сегени)
потом делим вся ца ДС, чтоби поршировать



Ou р 6я= I (3115р- вторал фунд ивадр форма

=3 maruza
214

ubagp
.popurn

(
u.. ... nalEM as Cr

...,ru)ETpM

riim)

ZamronnECE )-I??
=-

gi..

:
E.".":

Теорема Мешье

Кусть К-привизиа б в т.Р гогда ПРР
K-cose:KLEL

.1%s;

вентопо

шолюĸиРассмтриш ди
посчшитаем её усолете

R j2: X
+8( e1-rouctl) lL
i = Bivi

йi

.5ійт..CN*
jacе-ĸY ссиамрио)

W

Cn,5) =Ch
, riscilis

)

In.15t-cost=(
m, rijl Eizs делим на ДС

E),

"! h гобл порсмировать
1

K
. cose=big

:

Ei
-55--8

y'is",

Напомичание
из

гинейной аптебры

Кусть Г. евилидово пр-во, в-пвидр фолсс Сиимметр)

Гогда по теореме вГЗ отонормированный билинейн

базис Аной, что форма в диаг, т.е

B
=(".

" On)t ;-wобaь
зиачение в

же в натдой т. ТрМ Э олтонормированный
базис галой, гто 6-единигиая, В-диатональиа



Опр хі-наз главинии аривизиати нов-ти вт.Р.

а промпе , проходяция через
веĸторп оптонорм

базиса l
жавитии иаправлениямиO9пож

замегание M
xercus r .e...rmVi-?Th."

gij-criirjs - 6
оНБ

Gij-Crij,n)- aEii
."".

int
главина ĸривидин det(

B-X63=0

главные направлеция(B-45G1aj=0

Теорема Ф-ла Эйпера
r

Пусть К-привизиа Пормального сегение проведеная
в направлении 5

igt
;'cws'ar,age45

gron mengy ejus

D Считаем, что е-единичный
r

E
= jsis' pistisin10miir,s
woonguнатn

E
f бизисе ej

,

1

посольну базис ез оптонормированниый

в базисе E 4-(E, ej)
=

главилх натлавнеĸий

Следствил
И Будем агпто это Х-мансимальное us ti.

Nocnonoĸy 191z1=3 1 = costant cos
'a;

"
cos'a.

EsE=t1-co8a ex
-cosaz двулитая

autaz:E d ново-сть

I =41-
X1

c0s?a2ed2 cosa
,

M
2

copan= 1-10
sa2

m

E
-telta-dilcosan



дэхи

2)y
2-dnCO

=) наное йс ми бы не воблани КСхл
N

Kedj
'Er:

s

Ece
, 1-di

У

21
X+=max

Ed ..

In3
аналоино

дия-I=min Ex ... . tn' доĸазываятсь
Опр Средиля гривизма пов-чм

H=2jnIs Сlueд Матриц)

Онр Гауссова Кривизиа

K
=

i.dі (detм aтnugu)

det(B-X6)=0 sdet6-
de+

(B.GLXEl-0

CeX
(B.

G1IE
)

=0
pemaem

УрХар-сиое ур-с tr-сeg матризи
по т. Вайh

X"-Cer BGYJ,.
....

(-114detLBGY =0 =3

H-TR(BGY2K= de+( BG" - Ie3o
Опр Отплонениа Фот ТрМ

замечание
Sco,-с

ra)-rrm??

ыт.е проеĸция разинды

Эта фун-я белĸ
дифр-ма ОГ ĸоорд

наповича

Cr
-deak

gu фop,n
=cnst

)

YE SCR
1=Odp5=0 d'5=6 Р-илит

тожа

SCu
... unl Burlp

=o

uilp =bij -Crisin)



D Scul - Cercar-RP), NCP))
-

595 =( Бйj, ПСР)) =о
7

rj

g2s
sTiaus-(5

u,"auj , MLR
)) =

6
ij

' rij
замегание

Кусть бли, tи одноно зиаĸа рогда нелоторая

ОИР-в
Т.Р. наМ летит по одну стопонд ОГ

ĸас. пе-ч.

1 Rycro Fijj: t
,

djco 73 ySLu) мr Э
ncrpemyma,

тоща Хопр-ти Т.Р летит
по обя стопочи ТрМ

Eur n =2,
то

rда

К= d л-Ха г0 разничают зиаĸ

Гаусовой ĸливизил

Огр Р-эмиптичесĸая
реа
KCP) 70 L1nru

Огр Р-типерболичесĸая есим КСРЗ Со

TОПр Р-парраболичесĸии есн ĸаAО у
тгомет

Биб дрйое)



сфере

Её?X =CX,Xarxi
)

M
/e."ETi"k

le
сфер-поординатĸх

r=CR-cosQ-cose, RcsQsine, Rasing)
БО

Широта No=(-rcos Ocose ,-Rcososine,Ruso
goni't re

:

C
-R

cos
Qsin e

, Rwskwsl,of

)6-( Pi Rrcos'o
Чтв Касательная пи-чь ĸ 82 вт.х-це-ъь

ортогональная веĸтору х

Д Куста дыливан на сферс Х=рСз

( P1p1= R2 -летит на сфере
tcowat

аср1530

Чтв Лиобле Оптотон плеоблазование Это изометрия

Споворот От-но ОСИ отратение от-но пи-тиросьи

же-чь

герез цептр ĸоординат)

Д ( Ax, Ay)= (x,y) =с
oxp. длин

n иу rn и

оптот преоблазование ие двигают сферц оти-но

нагали Координат

Оир Большой ĸруг на сфере-перессение

сферт с ани-стью згроходящий через
её цептр

Чтв геодезичеси на сферс-дути
больших

инутов
D



Риссмотрим дуту большого
ĸруга

ДБб=0 усполение злюбото
большого ĸруга направлено ĸ

центрут

совладает с радиус-вентором эза ТрМ
=3

NC8)-0

Геперь поĸатель, что других геодез Пет.

Проведел иливую. Пусто она геодезичесĸая Гогда но

Св-ву геодезичесĸих
в наждой точĸе в ровно

одном направлеции можно провести, тольно одну

геодез, но мп можем Провести большой
ĸрут

в гом же направлении

Опр Расстолиня
memgy
т.

P.

QuaS -

длина ĸлат чайшей дута геодезиг оедиляющий
РиФ

Чтв Лусто еи
у-радиус-веĸторп зогда (3, M7= RIcOSЕĸ

1 p =ĸа :3 2=
I

KF
-I:R

QТд yrа (5, 21=-R'wSFR
Опр Оĸт-в с центром вт.Р радицса а-

ми-во очеĸ с Б2 находициесы ОтРна расстолини аl

Ревушерист Фера

..
ha

пришера

Геореша ОналоноОĸ-сть

Duu
на

(o
ĸp-n pagnyea ZTRSINE R

D

Д в = апв 6-
Risina

a=Ria Сзамечание

sinks
$

naJemneba 249



Y
76

lim fta
=1

1Ia-2R-sine:5-

" plfs1глта

RРD 9
ORs

0

замег предел.

Опр Стеричесĸий греутольниĸ- Это Рри точĸи, не

летация на одной геодезичесĸой, попарно соединенные

геодезичесĸими

Теорема Сферичестая георема ĸосинусов

os
=wst

ws

tatsint-sink-cosa

D Проведел радчус-веĸторпЕ, П8 из вершгина
-

А два ĸас веĸтора лиц

cosa--T
.:"y!?

ентаиа матемеччи Оцйвеĸторй летат в пе-чзип.
=З ето можно предствить в виде

меи ĸомб.

W
'=Re45

I .5cunupno san
в

o=4I2I+4(
R.E)

734=-cSF=3

в

Кг Rzcost N'-R-105KS
C

аналогично з j'=y-L0s5E
(

N',

J 7-(2.G)- WEECRS
)-LOSE(Y,9)+ cs" wsE(S,5)

L

RzEcos
%

RRSER R
2-costR

E Г

= R
2-wSE -R2wS IwsE

In '=MR):
MCR2-R2wEI'

=Rsintr



18%-
sa4,?;I

" ia"!?Yicsn "

замечание
соs до

второво

при
RG =2

К0 по Тейлор
s

sin goп
epbono

al:Gred- 2
be wsa

Задага доĸ-то т синусов

Д"","nа"= ="ц.?!= -s.?.."z
D wosa

:N

1-
sina

-

sina
-

a 1-cosb5cosc /R

sinzblr
-

sin"
R

Tnbirsingr
sinB - Fincilsincr

" intair:","
ila

Равенство гислителей
1- sinzgn

n

sinzblrsinelk-wsh a/rfcsC
/R

RcosbI. Rces 4R+wsb
/Rcos'CM

?sinal
/r

sinze
/R

-wsblatws...
. cosha/r.

wi

c/
r

US
?PIRXSIN'BIR =sin 'af +

cosh

afe

Опр Сферичести гредтопочиĸь наза равилми ,
еси Э

изометрия дереводяцая жут в друтой

Призиаĸи равенства треутольиинов
1З з стопон

21 2cronoun 1yronBu3 T
. cosisin

зЗушаи Сторона

из зужа из двойсть. т. cos.



Дпр Коиструĸция помяриих Ж-в вн'в'сь Класипа
прямпе

Пусть 51,142,53-рад
aye веĸторп тр.АВС абольшым

ĸнутам

sin
,

E 2,23-
D'B'C

,

J

(51,52)=6
s.t,

33)

зонCE
;,

Eul 70 пондртоĸа

W Чтв Попяриный и сфер Треуг

і

взаимооблатиĸ угола- двугранный
groл m ежду пл-ми

ОАВи

Е
- yoou memgy 32

n
5.оЕйsid OAB

sidona?Ix?t.! i

а и% либо лавит,
либо отииг ис Т.l

al

Из рищина: R XX= 180 =F

вс Cl
=2R

+
B-й

l
EГ r=П

Теорема Двойственная георема носиндсов

cosa-- cosB cost esinpsing ws

Д Напишем
7. COs дня попершого тр-на

al C вКwSR = cosE. cOSResinsin't'-cosal

Дзанеснит a , Bir.

u It-R= T

-

cosa- cos prosJ
-sinpsintcos"/f

замегание
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RUSD COSE81

=)
wosa

--cos

ploste sinB

wsa --
WS

(
B+8)

LOsC-atT)-2
OS(B+J)

24B
+2-1800

Теореша пусть ав.Г-дып сферлчесĸопо Тр-ĸа,

a 5-
ero

m
лoaaдь,

ro2ga

I4341=п+ F2
Рассмотрим nuousago name

-482

образованную большими ĸрутами

АВИ АС обозначим её Sa

Очевидно Sa-2 =2SA
=Xa,ейанахананиментанисеeaur 2=

T,

TOSAFYTRZ

4 R'Ca+B+TI-SuesBoSe

sa se

заметиш гПто в АВС и Даве поĸрыт зцветами

E
З

Члишини SD
7

23 YRZCLTBESS =

UTR
2+YS
L

s линих

-satP
+2 : T+ R2



Пр-во Миньноваĸото

Опр Спел)-мерное пр-во Миньновеното млел
-

мисйноя ир-воз влотолом задана
билинейиат

фолма

сигиатура Ch,1) Спсевуоевĸлидово спапириое)
s G R (д nr-e

пылосов
помот,hmunsa)C иоординатипе) Отрид иомпонента

Сваделеннея впеменная)

Эбазис С
oд.....

Яn, чт0 значение жсевдоформт Снапон вид1

( k,4) --504o+,3:4;
-
canemoemue

O - ..
O

иезиаĸоопределен ) матрица имеет вид C )
Притер! ds2 --C2d+2 +

dx2+ dyf +dz2
O
7

u wn

впешенная Пространственнай

Опр Велтон з наз

Пространственно-подобилие зеси.
(5,9130

влемененодобиле ес
(E.2) г0

вветоподобилм eaur (2,91 =0

n elxol замегание
(

sisko

оптонормированитьДтй
(

X.o.,...

Y n) -

VCX
,)

базис дли светоподобит

венторов
n

-хo2+ E
,..48"

=O-mongs

в 1К2

светонавяй n
=1

Xo ?=X.?



ОПр Световой понус-ми-во веĸолов EEM((S,9)-0
p O

пр-ство Лисиновеĸать

Опр Преобразование Лоренца -лисейный Оператор

Пр-ва Минновеото иотолыи сохранлет жевдостатерное

пр-е.

Проще говори, преобразование Лоренца-сохиаписогl
цивариант Г.е ds

2н
e

меняятся во всех
ИСО

Утв Линейный Оператор ортонормированныйl l l )авилетия оператором
С

базис он перевозит
лореица в аптоĸормированный

Nnog-60 6 M C
.3l0

ограничение

форин
я Сберетигольно
curaen из

N динеойа)
Nо -

ядро огранич
eueL. IlNN. =

ES

EN -1E, RO
3

frev

6 117 F подпр-ва
с есть ортонональное дополини

N

L-прово венторов th =) LOL -R, LILT

тононо по нутевому веĸтору

Опр Венторн я.ч оптогонамип ес uн (3,7)=0

Опр Ортогональное дополнениеКN-эо ла=

- EZeM:(3,23=O3FREN

Теopeмa is dimNE
-dimM-dimN

27CNaJ -
N

31NA N+-Nо-ог-е невдофорит на

под-воM



11 выберем базис в
N

би....ин) идополнил

evo
go beero rn-ba Uet

.....

IInen
-aзuс

M

Rycro EeN
+

=3 52 Lug
. ual=s (5, uj

'l=o

j -т..ĸ- Система ЛИН др-ийй оти-но
ĸоолд

вентора зв бизнсе M

T
ОГда ур-ний Конензавести нел ивсе

Ур-я
лилейно

независм s 1T.K (5, uj1-rycor L,la,46,) dimn
n

невпрождено иигде = ир-во решенный dim Nante
-K

V

Ф

(3,4 j1=0 -39=0
dimm

21 2 ECNaS+ as CS
,

NKO FLENT=?
под-во N содержиться

в орг. дополненин

Лазности одинаĸовые С
NS+

и
N

совпадают

3) nо от NO U нo
OmpN

ПустьNo =E0B:NUON +-M
Спствлемени)

Опр под-во N. элиптичесое есы (.2-полот
Оĸледелця

L гиперболичесĸое ести Сигиатура

Сесть время) cuirТ параболичесое urboM
,

eco

(, JN- впрождена
13,45

o

замегание Есии N- элипти чемое. о N Э-гипериол.

u наоборот С язно Nо изневое)

МГ пустьN
-параболиченое,

тоца Мо-еореша

одиомерно u FBEN tane,4T 34 NO 13,9170



1. Донатем, что Nо одиомерно Сот Противиото)

Расс
uoтhum3 ENo

, Torga (5,91=0 53

- 96 +E..35=0

артонормированный базис exsure
Cav

'gen525-о
=3 repenumernnav Eo

? =(2,51 -1512
27 в0=)1 (*)

Рассмотлим еще одци веĸтоп у
е Nо =2

дня

нето влпомнено гоже самое бо-т
Я
хочу доĸазать,

гто зип ортогональип друг другу
Rycтo 750 rax :O=(S.IN.=-8.70

4
E3iRi-

5

a)а%нй-3о-(5Пй=3 венториП%
wsQ парралельный

N

E
. Ro=(5, 45) =X15P =3 N=x E

а бось151=хБо -мин зависимость

=3Nо-оgно зиачи..
2 Донатем,2

TO

FEE NENO(2, 9370

Рассммотрим REN
,

2* NUZENO

O
=(9,21 =-E. 404C5.7)

По- (ТЧо й)- они не нараллетыип
тоĸ

ВиБ летат в разилх
пр-вах

E
3

Inolclil=2CRIR--RO+I5P'

получим, что NnN+=N

Тг



нараболичесĸие

Примерт b IR
З

Д

F
уй

Ру
-

-

-
-

- -!.i

L -

Элипжения Пираболичси гиперболичесĸи

Креобразоваие Лореица

Утв Пусть а-матлица преобразования воренца

6 O
НБ

lo,.., en,Torgh матрица удов
n:

KE 'A-E E
'-(.

)
Д базис впотором С примимает Касон вид

ДАПрМ преобразованиех Лоленца ОНБ s ОИБ =
матрица внем будет Таĸал те-С. При приницети

Мшейного преобразование матница К билинейной

формы преобразцется: E
?ATEA

Плеоблазование будет Лоренцовым, ес E=E

A1.I1 ATC 8')

AT
.

E
'-

Eo
" 4)

-ив
E 'A= (

ae:"-o-idt )=(. s i
)

аГ-е?-1
orutaena3od2o

JEd 2-62=1 2s 4
s a= ch

Х

C
=shX

са=ав P dach
4f

=sht

сущесть sA =(E"R""!),4-X



наз матрицей гипербопичесĸог

N-xo" + X1? = const

жсевдоевĸлидов ĸвадратЕдйї C J

поворота

замечание Ew acо daopo

Вариант1 ВариантПж
-Chx-shx LTCHOKIShY

)

-shy
-Chx

- (IShXJEChY
)

=Д

должин получить
sh(X-43=0

(onx-shxshx-chy Jun(
s"n."?!."!

О uр Длина времененодомного E EM

191=f,57 (9,51

жуть усть яч- внетенеподобиĸе веĸторгГогда
19,2ls 191. In -

aunanor

Komn
-

? Q? Буниновшото

Д Выберен ОНБ
вох...еп, чтоби

E2 = 30 lo
,ozga (9,2)=-504

будет (моно1 столть слева

(-2.3+
n:")

CIEL IRIF-ISFINP=+(5,EJCR.N) =

- ЕВ
=S

8 RO-S.N5 EKOP IRjP
то

Опр ДвА внемененодобние веĸтора одинатво

Орментирование во врешнь еати

ĸочĸо%летатполовина
в одной ĸоĸуса



Теореша Неравенство тр-на

Пусть веĸторп еи 2- времен нозобить и

одинаново ормент во влешени лада

20Kenlz 11t1a
D 1 E+RP--(S+R,E +R) =-13,91-26 S,R1-L27
= IEP

4I4P-2CS.R)F Iafe1NP+21L5,nlz

2 19
fетиPшаян y) одинаноть

ориент

= (15 l-14112

Рассмотрим частицу

Ои n E
xo

=Ct

ху - ху С+)- мировал линшия-пливая

вдоль иотолой движеться гастица

В enтor chonoc
тu E=CC.,x...

Yinl

(3,91--e2e X 3--Ce8' co( megnence
гопости

Есии масса менулевал, гоего пасательный

света)

вентол и мировой минш времененодобец

еси
фотон то мишши светоподобит

Дпр Частица или наблюдатель инерциален, еси шировая

линия пряма

Предполотиш два инеруиальних ĸаблодатели =зе

ĸатдым можно связать ОИБ

lo,.
ena eo

',... . .
d

Опр Пноизвольный вентол з вт-ве Миньĸовното-собыие



И Омоштельно одиовременность

Пусто есть два соблигя бл ,2 и дня нитливиального

наблюдателя они проходили
в
один итог те момент

внемень 20=Её длж5 Кодинанова. Пусть озин веĸтор

ĸулевой Сингало поолдинат)за
втопой
(t=o) =3E=B, еси

разложить по днутом бизису гто ĸоордината зі не

будет гупевой =г ОНИ не одиовленениĸ дня наблоцателия

2) замеуление впешети

Иабодатель госмотрел на часы. причём первый

гросмотр-нагало ĸоординат зПго тК Он стоит на

J

meere :3 52 = 90-
Co

набюдатель движети1 23 E
2=Ed

ed +3;

посчитаем сĸапярныий ĸвидрат 38-- sо41ĸ

Z 0? =
CE

'01-15P2 (3152-время замедплята
/

з1 соĸпащение длни

Для набтодателя стертень непозвитец взить Дви

События
для ирасв стептней оностельно

бо

иаблюдателя стертень двитетия Cen., ens Censionient

одно собите-нагало
гооручииатго

втоловнеметь
говиадаеĸо

2=4 =306
o

+3

1 E""= 1
Ep

- E. I9/3 с 92
(

s'p

"ег

ч1 Лаладонс близнецов t =-1*"1

шиловая t
'= I

-91141
линил гто ?Ч-проволетолостьМимн tzt



геометрия Лобичавеното

Рассмотрим из

Дпр единичая мнишан жевдосфера-ми-во бемз

(5,31=-1

замечание ео,еn,eг (xo, X
1,

42)

- XoL+X124

И!"
Хо?=х1?+ха1- двухполощый гиперболонд

вращеция

Пусть -верхиля половина неевзосферс

Утв Таĸ-г-плосность отогон е

7

1 Х=Д 2: 9141- upubad na L

(". (9,91=-1 9265,95=0

"Л. Слзсточе все мас-е пл-сти ĸь

евилидова или элиптичесĸие

Огр Гем сампл нсе вдоевилидова шапяное
m-e на TEt задает первую нь.

форму (, 7-

обычное сиапяриое произведение Сполот опр)

пов-ть ĸо ейив форшной-пе-ть лобачеваноть

Чтв Мобле преобразование Лоленза, сохлаилюция
верхного половину светотого ноĸуса -изометриц

Утв Геодезичестие на К-пересечениеLc

гплосĸостями запоходищити герезО
D 4141-приван 315,5)о-натур параметризация

З веĸтоп Успореши вдоль радица-веĸтола
is
t

's

usdh
, посоnоĸу плосость

Аиалотчно джя сферл мп герез ĸатдею Т. смотем



Провести 2о пл-сть Э плотиволегие соСв-ш

геодезичесĸой

Парамитлизцем L do
'

=1+Xe
'+

X22

X1= Shxwos4sto
=chx

6=(!8
h4)X2-shxsine

Опр Растолния между т. чи 2 длина дути

геод. соед Эти тогии.

4тв Пyсть E ,2elp
-pacsounne.TougeTp =-lsin))

Д ПрИ изометриях не менлются расстолция ИС.

ЕЗ
достаточо пловерить для жних веĸторові

E 41,001

і Y=(xo,x1, 0)-
memur fnu

-mu

Lantol

R
-Conto, shyo,o )

Хг (5., Rl -- ch
Хo

rema
т 6 n-y

(
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xo
)

l yp-e
reog

E
':8tco, xos

j
.C:)

181-57
GF-1

peslrlat =No



Дпр Оĸр-в час ецентром вт.Р радицса а-

ми-во оген ĸр находяцихся ОтРна расстолиниа

УГВ Длипа оир-т г=а

e-aasha

E r .5 x
=

Xo=a

O -elt-+EC0,2I )

r
8-(%)181 sh'xo

e
=8"shyodt =27ShXo-2 i7sha

Задага Д-ъ T
.

wS uT.sin ugb reopwocan
.

l

51chazchbche-shb-she-wsa

Wr-" uP.:?
osa

--cosposte

singsir Jcha

D аналотчно доĸ-вз на сфере
r

зидага доназить, что атв+бап

cha=wos
cOsB

-cOsT

71 27

sing-sing "
азо

=3 wosas sinBsinJ-cos

cOscal
+

1
Os(B+2170

a2 LSC7+T).wS(4 5-810
=3аfB+б3П



Опр Стелеографичесĸай проенция опро-сто

единичного радчуса на Схиха)
n

Хо

Керван авадр иИ Стереограф Просизиĸ

Б.("й?%)t
"

-

Р=бхохчч

. X
1

Опр единичный ĸруг
в потором задана

в

наз моделью Пуанĸаре в единичиот ĸлуге
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